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Линейная регрессия

• 𝑌 — зависимая (объясняемая) случайная величина

• 𝑋 — независимая (объясняющая) случайная величина

• Предполагаемая линейная зависимость:

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥

• Реальные наблюдения (всего 𝑛 наблюдений):

𝑦𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 ∈ 1, 𝑛

• Предположение модели: ошибки имеют идентичное 

нормальное распределение:

𝜀𝑖 ~𝒩 0, 𝜎2 , т. е. E 𝜀𝑖 = 0 и Var 𝜀𝑖 = 𝜎2
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Метод наименьших квадратов

• ො𝑎 и ෠𝑏 — оценки параметров на основе имеющихся данных

• ෝ𝑦𝑖 = ො𝑎 + ෠𝑏𝑥𝑖 — значения 𝑦𝑖, предсказываемые моделью

• 𝜀𝑖 = 𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖 — 𝑖-ая ошибка модели, отклонение реального 

значения 𝑦𝑖 от предсказываемого ෝ𝑦𝑖

• Значения ො𝑎 и ෠𝑏 подбираются так, чтобы минимизировать 

сумму квадратов ошибок:

𝑆𝑆𝑅 =෍

𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ො𝑎 + ෠𝑏𝑥𝑖
2
→ 𝑚𝑖𝑛

• 𝑦 = ො𝑎 + ෠𝑏𝑥 — полученная прямая наименьших квадратов

• Свойство. ПНК проходит через точку ҧ𝑥; ത𝑦 : ത𝑦 = ො𝑎 + ෠𝑏 ҧ𝑥.
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Три суммы квадратов

• ത𝑦 — среднее значение зависимой случайной величины 𝑌
в реальных наблюдениях

• Общая сумма квадратов (Sum of Squares Total):

𝑆𝑆𝑇 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ത𝑦 2

• Сумма квадратов регрессии (Sum of Squares Explained):

𝑆𝑆𝐸 =෍

𝑖=1

𝑛

ෝ𝑦𝑖 − ത𝑦 2

• Сумма квадратов ошибок (Sum of Squared Residuals):

𝑆𝑆𝑅 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖
2

• 𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝐸 + 𝑆𝑆𝑅
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Коэффициент детерминации

• Коэффициент детерминации регрессии:

𝑅2 =
𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
= 1 −

𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇

• Чем больше 𝑅2, тем больше объясняющая сила 

выбранной модели 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥.

• Выборочный коэффициент корреляции:

𝑟 = ± 𝑅2, sgn 𝑟 = sgn ෠𝑏

• 𝑅2 ∈ [0; 1]; 𝑟 ∈ −1; 1
• Низкое значение 𝑟 означает либо незначительность 

зависимости величин 𝑋 и 𝑌, либо нелинейность этой 

зависимости (например, 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2).
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Выборочная корреляция

• Выборочные дисперсии:

𝑠𝑥
2 =

1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
2 − 𝑛 ҧ𝑥2

𝑠𝑦
2 =

1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ത𝑦 2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖
2 − 𝑛ത𝑦2

• Выборочная ковариация:

𝑠𝑥𝑦 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − ҧ𝑥 𝑦𝑖 − ത𝑦 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛 ҧ𝑥 ത𝑦

• Выборочный коэффициент корреляции:

𝑟 =
𝑠𝑥𝑦
𝑠𝑥𝑠𝑦

=
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛 ҧ𝑥 ത𝑦

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 − 𝑛 ҧ𝑥2 σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖

2 − 𝑛ത𝑦2

Файл может распространяться свободно. Коммерческое использование запрещено. AndrewVorchik.com

http://andrewvorchik.com/


6

Коэффициенты регрессионной модели

• Оптимальные значения коэффициентов ො𝑎 и ෠𝑏:

෠𝑏МНК =
𝑠𝑥𝑦
𝑠𝑥

2
=
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛 ҧ𝑥 ത𝑦

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 − 𝑛 ҧ𝑥2

ො𝑎МНК = ത𝑦 − ෠𝑏МНК ҧ𝑥

• Полученная прямая наименьших квадратов:

𝑦 = ො𝑎МНК + ෠𝑏МНК𝑥
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